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RESUMEN 
Se presenta en este trabajo una simplificación del análisis de las 
láminas cilindricas de directriz circular proponiendo una 
solución aproximada obtenida por la descomposición del trabajo 
total en dos más sencillos: el longitudinal y el transversal. 
Tal descomposición es posible mediante la introducción de una 
carga virtual para el trabajo longitudinal que se resta de la 
aplicada para el transversal. La carga virtual {función incógnita, 
nueva, del problema) permite la descomposición de una de las 
ecuaciones de equilibrio en otras dos. 
Se consigue así un grupo de ecuaciones que sólo dependen de la 
variante angular con las que puede plantearse el problema del 
trabajo transversal. 
Se desarrolla matemáticamente la teoría aceptando la sustitución 
de unas funciones por otras con aproximación aceptable. 
Se estudia la aplicación para los conjuntos polilobulado 
simétricos. 
Se propone el armado de las láminas de hormigón en tres 
direcciones, lo que evita el trazado de isostáticas, justificándolo 
con las fórmulas del propio método. 
SUMMARY 
This work presents a simplification of the analysis of cylindrical 
shells with circular directrix and proposes an approximate 
solution obtained by factorizing the total work into two simpler 
ones, longitudinal and transversal. 
This factorizing process is made possible by introducing a 
virtual load for longitudinal work which is subtracted from that 
which is applied for transversal work. The virtual load (new, 
unknown function of the problem) enables one of the balance 
equations to be factorized into a further two. 
In this way, a group of equations is obtaines which only depend 
on the angular variant with which the problem of transversal 
work can arise. 
The theory is mathematically developed by accepting the 
substitution of some functions for others with an acceptable 
degree of approximation. 
The application for symmetrical multifoil sets is examined. 
Assembly of the concrete shells is proposed in three directions, 
which avoids isostatic tracing, justified by the formulae of the 
method itself 
1. Objeto 
Se trata en estas líneas de dar una solución más sen-
cilla al problema del análisis de las láminas cilindricas. 
Se obtiene esta solución descomponiendo el trabajo 
laminar en dos más simples: Longitudinal, entre piño-
nes, y transversal, entre bordes. 
2. Definiciones 
Se supone una superficie cilindrica circular, de espe-
sor constante 8, apoyada en sus directrices extremas 
en piñones muy rígidos en su plano y desplazables nor-
malmente a él, y referida a un sistema de coordenadas 
cilindricas: longitudinal: a, con origen en el plano me-
dio entre piñones y angular, cp, con origen en la clave. 
Sea I la luz entre piñones y R el radio de la superficie 
media. Se hace: 
8 
= p [1-1] 
Las ecuaciones de los piñones son í//= ± 0,5. Los 
bordes, generatrices que limitan la lámina tendrán por 
ecuaciones: 
derecho, (p = 0 ; izquierdo ^ = — 0 i 
Bajo la acción de las cargas aparecerán los siguien-
tes esfuerzos a todo espesor 
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Esfuerzos normales: Longitudinal, M^ y transver-
sal N^ , positivos en tracción. 
Esfuerzos tangenciales, N,,,^, que se consideran 
iguales en generatriz y directriz. Positivos si producen 
tracciones según los valores de las coordenadas cre-
cientes. 
Esfuerzos cortantes: Longitudinal, Q^ y transver-
sal Q^ , positivos si actúan hacia arriba en las caras más 
próximas al eje respectivo. 
Momentos flectores: Longitudinal M^ y transver-
sal Mt, positivos, produciendo tracciones en intradós. 
Momentos torsones, M,,fv, que se consideran igua-
les en generatriz y directriz. Positivos produciendo ten-
siones tangenciales positivas en intradós. 
Y los recorridos siguientes: U, V, W en los sentidos 
respectivos de generatriz, tangente y normal. La com-
ponente en el plano normal puede descomponerse en 
<^ y ^ recorridos horizontal y vertical, respectivamente. 
El giro alrededor de la generatriz es 0 . 
Los componentes de las cargas son X, Y, Z, respecti-
vamente, según la generatriz, tangente y normal. En 
general X = O, y las demás, funciones de (p. 
3. Ecuaciones 
Si aceptamos la escritura 
Ü = fo 
d(p [3-1] 
admitimos la nulidad del coeficiente de Poisson y que 
Mpa es despreciable frente a RN^», el estado elástico 
de la estructura podrá escribirse como sigue: 
F> = - ^ [ M : ; + 2 M ; ; „ ] 
2) N ; + N ° „ + R X = O 
3) RNJ - M°-I-RMY - F) = o 
4) M°'' + RN^ + R 2 ( Z - F , ) = 0 
5) N^ = EH (V° + W) 
6) N „ = E H U ' 
EH 
7) N^„ = — (V + U") [3-2] 
CU3p 
8) M^ = — f ^ (W-l-W°°) 
pu3p 
9) M « = - 7 : 7 ~ ( W " - U ' ) 
10) M^« = 
12 
EH^R 
12 
(W'° - V) 
[3-2] 
11) Q^ = -^ ( M ; « + M ° ) 
12) o, = - (M; + M^«) 
F y Fi son dos funciones de (p, incógnitas nuevas del 
problema. F se determinará a continuación. Fi, para el 
desarrollo, puede considerarse nula. Cuando p < 1 se 
cumple la condición de Finsterwaider y por tanto 
Ma = Mfpoc = Fi = O. Cuando p > 1, según se verá más 
adelante, también Fi es despreciable. 
4. Descomposición del problema 
Se parte siempre de Fi = O y se prescinde de la 
ecuación no numerada en [3-2]. Se estudia el caso 
planteado superponiendo el que representa el trabajo 
longitudinal, con unas cargas. 
X = Z = 0 
Y = F 
[4-1] 
y el que corresponde al trabajo transversal con cargas: 
X = 0 
Y = Y - F [4-2] 
Z = Z 
siendo nula, en segunda fase, la F que figura en [3-2]. 
5. Primera fase 
Trabajo Longitudinal 
Teniendo en cuenta que en i/' = O, N^^ = U = O y que 
|_J2 
en ^ = ± 0,5, V = W = Na = O, despreciando —• 
frente a la unidad, y admitiendo (con error máximo del 
5 %, relativo al valor máximo), la igualdad 
1 - 4 , 8 ^2+3^2 ^ = 1 - 4 ^2 [5-1] 
í c o n ^ = p ^ — j las ecuaciones [3-2] dan: | on li=p \ / ^ 
1) N «^ = - l Fíí^  
2) N« = - " ^ FM1 -^r){*) 
(*) Conviene, para mayor seguridad poner (1 - 8 (p^ ) para (/?> 0,8 ( 
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^* ^^^ " " 2 4 R Í F ° ( 3 í í ' - 4 ^ ) [5-2] 
7) 
5) 
8) M,, = - lfJHf_ 
48 
|2 r pooo T 
í (F° + F°°°) -
12 u2 r 
I /poo _|_ poooo\ 
48R [ * ' 
" - I - R 8 § ) 1 ( 1 - 4 í í ' 2 
1 (pooo + po (^-4r) 
[5-2] 
11) Q = -
7 ( F 
4) N^ , = Ü 48R — flF" 5  [ * ' - I -F 
ooooo\ 
^l^ 
(F° r o ] 1 - 4 i / / 2 
En estas expresiones Q es la parte de Q,; que se deri-
va del momento flector transversal. 
Eliminando N„ entre las ecuaciones 3 y 4 de [3-2] e 
introduciendo el valor 8 de [5-2] se tiene la ecuación 
diferencial en F 
poo + / 2 - —\ F'v -h í" 1 - —\ P' -
- — p/'" = o 
M2 
[5-3] 
cuya solución es: 
F = p [Co(p H-Ci sen^ + C2^ eos (p +C3Sh¡ji(p + 
H- Bo + Bi c o s ^ H- B2(p senq) + BaCh/x^] [5-4] 
siendo B, C, constantes de integración. 
En el caso p < 1, las expresiones [5-2] definen el 
problema. En caso de p > 1, hay que expresar también 
los valores de N\a, l^cpa, Q« y Qi (parte de (Xp que se de-
riva del torsor). 
El valor de W (sobre todo para p > 1 que es cuando 
hay que tener en cuenta a M») tiene una parte principal 
que, con relación a ij/, es de la segunda forma [5-1 ], por 
lo que el momento Ma sería constante con {[/, lo cual 
no concuerda con la realidad. Para dicho momento puede 
tomarse W en la primera forma [5-1 ], teniendo cuidado 
5 
de multiplicar el resultado por - , pues las derivadas 
segundas de dichas funciones están en esa relación. 
Se tendrá pues 
M , = 
H2 R^  
• [K -^ ) -^ ] " - r 
H2 I R 
M a^ = g ['^''^('-v)-w]'^^'-'^ 
y con estos valores se deduce. 
1 [5-6] 4 F^  
lo que comprueba que Fi es función de (p, solamente. 
6. Segunda fase 
Trabajo transversal 
Se parte de la s iguiente s impl i f icac ión: 
1) Los esfuerzos y recorr idos son independientes 
d e {¡J. 
2) Nul idad de U, N^ y N,,^. Nul idad para el estudio 
del equi l ibr io, de M^, IVI,,^, Q^. 
Con esta s impl i f icac ión el desarrol lo es el s iguiente. 
El iminando N,, entre la 3 y la 4 ecuaciones [3-2] se 
t iene: 
lyjooo ^ ,y,o _ R2 (Y - Z° - F + F?) [6-1 ] 
Vamos a ver que F° es despreciable frente a F. Pa-
ra coeficientes unidad en esta función, en la primera 
|_|2 „2 
se presentan multiplicados por ^ 12 
Este valor es 
muy reducido. Para una lámina muy corta y muy gruesa, 
0,004 
|_j2 ^ 2 
por ejemplo: p = 2 , 5 , H=0 ,02 , el valor — ^ = 
12 
que es muy pequeño frente a 1. Puede pues, hacerse 
F? = 0 en [6-1]. 
|_|2 
Las ecuaciones [6-1] y [6-3], despreciando --r- frente 
a la unidad, van dando: 
M^ = M (cp) + Mo + Mi sen(p + M2 cos(p 
Cí(p = -— [M° ((p) + Mi c o s ^ — M2 sencp] 
R 
N„ = [M°° ((p) - Mi s e n ^ - M2 c o s ^ ] ~ RZ 
R 
12 12 2 
— •— M 2 ^ sen^ + M3 sen ^ + M4 cos^ [6-2] 
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—^— = ^^ '^' - Mo(^ + y Mi (cos^ + 
+ (p ser\(p) — — M2 (sencp — (p coscp) + M3 cos^ — 
— M4 sen^ + M5 
siendo M [(p), W ((^) y V (cp) las soluciones particulares 
respectivas de las ecuaciones diferenciales que apare-
cen en el desarrollo y MQ... M5, constantes de integra-
ción. 
Si p ^ 1 las expresiones [6-2] definen el estado 
elástico en segunda fase, si bien su valor es constante 
con \¡/, lo que no corresponde a la realidad, puesto que 
todos los valores tienen que ser nulos en i/^  = ± 0,5. Tal 
anomalía no tiene importancia. El considerar los valo-
res constantes sólo tiene importancia en el armado. El 
replanteo y consideración de los distintos armados a lo 
largo de la generatriz, probablemente, será más costo-
so que el poco acero de más que se coloque armando 
por igual. Si se estima necesario tener en cuenta esta 
circunstancia, se pueden fijar leyes que teniendo como 
máximo el valor encontrado multipliquen el binomio 
1 - 1 6 xl/" [6-3] 
con lo que se consigue una aproximación aceptable. 
Si p > 1 los valores de M» y M^^ se obtienen par-
tiendo de los de W y V que da [6-2], multiplicándolos 
por(1 —4,8 \¡/^ +3 ,2 i^) y teniendo en cuenta la mis-
ma reducción considerada en primera fase. 
En este caso como el equilibrio de la estructura se 
ha establecido sin tener en cuenta los momentos Ma y 
Mfpa, ias reacciones en Q« y Qi son fuerzas extrañas a la 
carga real. Por tanto, sumando todas las reacciones de 
tímpanos y bordes y dividiendo la carga total aplicada 
por el resultado de dicha suma se obtendrá un cociente 
que es el coeficiente por el que hay que multiplicar los 
resultados para obtener los definitivos. 
7. Constantes de integración y condiciones de borde 
Siendo ocho las condiciones a cumplir en los bordes 
y el número de constantes de integración que aparecen 
en el desarrollo, catorce, parece que sobran seis 
constantes. 
No es así, como vamos a ver seguidamente. 
Si se recuerdan las expresiones: 
^ = V cos^ + W sen^ 
4" = V sen^ — W coscp [7-1 ] 
^ = ^ ( V - W ° ) 
y se sustituyen V y W por sus valores [6-2], se ve que 
las constantes M3 y M4 sólo sirven para determinar el 
origen desde el que se miden los recorridos ^ y <^  res-
pectivamente. Prescindiendo, en principio, de la deter-
minación de estos recorridos pueden suprimirse las 
constantes M3 y M4 y tomar recorridos diferenciales. 
Teniendo en cuenta que la estructura que se estudia 
en segunda fase es una bóveda que en la realidad tiene 
sus tímpanos coartados transversalmente, de forma to-
tal, puede suponerse, con aproximación aceptable, que 
existe en ella una acción de arco que se pone de mani-
fiesto al suponer que la posición relativa de los dos bor-
des es fija. Es decir, que los recorridos diferenciales de 
los dos bordes son nulos. 
Hay que insistir en que se trata de recorridos en se-
gunda fase. No implica la igualdad de recorridos totales 
en los bordes en los que pueden existir diferencias de-
bidas a las que existan en los de primera fase. 
Para la determinación de los recorridos en segunda 
fase habrá que establecer la igualdad de un cierto reco-
rrido en un cierto borde, si éste es el dato, o bien si en 
una cierta dirección la sección está en equilibrio bajo 
las cargas reales y las virtuales, establecer la inmovili-
dad del centro de gravedad. 
Lo mismo se puede decir del giro 6^  y de la constante 
M5 y establecer dos ecuaciones más. Pero es más sen-
cillo sustituirlas por las que, en segunda fase, definen el 
giro o el momento en los dos bordes. 
Se tiene así que en segunda fase habrá que estable-
las ecuaciones siguientes: 
a) Recorridos diferenciales nulos, en los bordes: 
A^=AC=0 
b) Las dos referentes a M4 o a ^. 
c) Las dos referentes a <^  y (^  en un borde, que totali-
zan seis ecuaciones más a imponer. 
8. Aplicación a los conjuntos polilobulados simétricos 
Vamos a suponer el caso más sencillo que puede 
presentarse en las láminas y que, además, es el más 
corriente: un lóbulo simétrico formando parte de un 
conjunto polilobulado de un número infinito de lóbulos. 
Las cargas que se suponen son: 
X = 0 
Y = p sen^ 
Z = p cos<^ 
[8-1] 
Las condiciones de borde se reducen a cuatro, por 
simetría. En ^ = 0 debe tenerse: 
Cv = 0 
6 = 0 
[8-2] 
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siendo Cv = N^ sencp 4- Q coscp [8-3] 
la componente vertical del esfuerzo transversal. 
Las expresiones de esfuerzos y recorridos son las 
siguientes: 
N^w=~"^pl [sen^ — yShjit^] ^ 
|2 
N« = - r7p — - [cos<^ -^ySh j ic^ ] X (^ - 4 i]/^) ó 
n 
Ó (1 - 8 1^ 3]) para ^ > 0,8 0 
M, = - r/pR2 [ ( ^ " l ) f sen(^ -
• ChiJi(p H- Mo + IVI2 cos(p 1(1 — 1 6 ^ ' ] M (1 +M^ 
Q = - í7PR r y ( | - 1 ")(sení? + (p coscp) 
- ^ I 2 Shix(p-M2 s e n ^ J ( 1 - 1 6 ^ / ' ^ 
•fi^ ] 
[8-4] 
Ny = TjpR [ ( l - l ) c o s ^ - ( | - l ) | s e n ^ -
- T 4 ^ Chii(p - M2 cos^ 1 ( 1 - 1 6 ^ ^ ) 
siendo 
/X = P V I 9 ' 2 y = ^ ^ [8-5] Sh/x0 
ry = 
0 
i 1 
- - ( 2 0 - s e n 2 0)-—[—(/xCh/x0 sen 0 -
^ ^ ^^' - S h ^ 0 c o s 0 ) 
y calculándose Mo y M2 por el sistema. 
(^ - — j Jci - y Jc3+(sen 0 - 0 COS0) Mo + 
+ j (2 0 - sen 2 0 ) M2 = O [8-6] 
7 ( 1 - f ) ( s e n 0 - 0 c o s 0 ) - y T c 3 -
- 0 Mo - M2 sen 0 = O 
siendo, 
Jci = Y ^ (3 sen 2 0 - 2 0 eos 2 0 - 4 0 ) 
Jc3 — 
1 
l c 3 — 
M M 1 +M2p 
Sh/x0 
(juChjU0 sen 0 - ShjU0 eos 0 ) [8-7] 
M M 1 +^2) 
Si p ^ 1, las expresiones [8-4] definen el estado 
elástico de la lámina. Los recorridos en segunda fase 
son pequeños y puede prescindirse de ellos. 
Si p > 1 empiezan a cobrar importancia los recorri-
dos de la segunda fase, que son los siguientes: 
ltÜ¿ = 
12 
rypR [H' -f)(3sen2^-
-2 (p eos 2 (p — 4(p -
M M 1 + M ' ) 2 
— Shp,^ coscp) + Mo (sencp — g? coscpa) + 
([xChfKp sencp — 
M2 
+ — ( 2 cp-sen 2cp) ] 
í t | i = , p R [ ( , - 2 . ) , 2 ^ - 3 + 
+ 2 ^ sen 2 ^ H- 3 eos 2cp) X J r. 
1 6 p,2 (1 + / i 2 ) 2 
(jU Ch ¡jicp eos ^ -H Sh/x^ sen cp) 4- Mo (COSÍ?? + 
M2 
+ cp sen cp) + — sen^ (^  + M4 [8-8] 
para el cálculo de M4 basta integrar la última expresión, 
de O a 0 y anularla: 
- 0 cos2 0 I -) , ,T-T-TTT (2 M Ch;u0 sen 0 + 
+ [;a2 - 1 ] Shfj0 eos 0 ) + Mo (2 sen 0 - 0 eos 0 ) + 
+ - ¡ ^ ( 2 0 - s e n 2 0 ) + M4 0 = O [8-9] 
8 
Conociendo M4 pueden calcularse los recorridos V y 
W en segunda fase y con ellos M», M^», Q» y Qi. 
9. Armado 
La segunda fase sólo produce esfuerzos según la di-
rectriz. Las isostaticas son, pues, las generatrices y las 
directrices. 
La primera fase puede obtenerse por suma de dos 
subfases, en la primera de las cuales las cargas son, 
a) X = ^ - I - ^ F° {cp) Y = Z = 0 
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y en la segunda [9-1 
b) X = \^r((p Y = F ((p); Z = 0 
Para las cargas a) la solución de esfuerzos es: 
K = 8R ( 1 - 4 ^ ^ ) F ° ( ( ^ ) 
N^a= O 
en la que las isostáticas son las generatrices y las 
directrices. 
Para la carga b) la solución es 
Na = 0 N<,a= - I lAF(^ ) 
en la que las isostáticas son líneas a 45°. 
Por tanto, puede seguirse perfectamente la Instruc-
ción española, disponiendo tres familias de armaduras 
en toda la lámina: 1 -según la directriz, 2-según la gene-
ratriz y S-según líneas a 45° paralelas a las que unan el 
centro de la gaviota a un punto de la clave. 
De esta manera, a la par que se evita el que las arma-
duras sigan las dos familias de isostáticas correspon-
dientes al caso total, lo que es muy poco constructivo, 
se evita también el invertir unas horas en el cálculo de 
las isostáticas. 
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Modelos reducidos. Método de cálculo 
H. Hossdorf, Ingeniero Civil 
La técnica de los ensayos en modelos reducidos de 
estructuras sufre hoy día una decisiva metamorfosis. 
Hasta hace poco era un medio más bien de artesa-
nía, que no siempre era tomado en serio por los 
académicos teorizantes oara comprender el comporta-
miento resistente de las estructuras complejas y al 
que se acudió las más de las veces, como a un 
último remedio debido a sus indiscutibles insuficien-
cias. Sin embargo, en poco tiempo y gracias a su 
conexión con los ordenadores digitales, se ha trans-
formado en un instrumento científicamente valioso, 
que no puede quedar a un lado en la práctica 
diaria del Ingeniero Proyectista. 
Un volumen encuadernado en cartoné plastificado 
con lomo de tela, de 17 x 24 cm, compuesto de 
250 páginas, 158 figuras y fotografías. 
Precios: 1.800 ptas.; $ USA 26.00. 
Cemeirto blanco 
Julián Rezóla 
Ingeniero Químico Dlpl. Q. S. 
Sabido es que existe una extensa y documentada 
bibliografía sobre el cemento gris: en cambio, no 
puede decirse lo mismo acerca del cemento portland 
blanco, ya que los escritos existentes se refieren tan 
sólo a algunas peculiaridades que le distinguen 
de aquél. 
El autor nos ofrece sus profundos conocimientos 
y su larga experiencia tanto en laboratorio como 
en fabricación. 
La parte descriptiva del libro se complementa con 
gráficos, diagramas y fotografías de gran utilidad, 
destinados a conseguir la aplicación apropiada de 
este aglomerante. 
Un volumen encuadernado en cartoné policerado, de 
17,4 X 24,3 cm, compuesto de 395 páginas, 
numerosas figuras, tablas y abacos. 
Precios: España, 1.700 ptas.; extranjero, $ 34. 
La presa bóveda de Susqueda 
A. Rebollo, 
Dr. Ingeniero de Caminos 
El esfuerzo del constructor de presas se sitúa, 
por su pretensión de perennidad, a contracorriente 
de las tendencias de la civilización actual, caracte-
rizada por lo fungióle. Pueden evocarse las 10.000 
grandes.presas en funcionamiento o en construcción 
que están envejeciendo y reclaman los cuidados 
gerontológicos para mantener y perfeccionar su 
servicio y garantizar su inalienable pretensión de 
perennidad. En la medida en que todas nuevas 
obras, grandes o pequeñas, son portadoras de 
riesgos ecológicos y, a veces, catastróficos, que 
aumentan con el envejecimiento, la gerontología de 
las presas es todo un emplazo. La acción adelantada 
de Arturo Rebollo en este terreno marca un camino 
a seguir para todos los que aman su propia obra con 
la devoción paternal que él ha puesto en Susqueda. 
Un volumen encuadernado en cartoné plastificado 
con lomo de tela, de 18 x 24,5 cm, compuesto de 
408 páginas, 330 figuras y fotografías y 39 tablas. 
Precios: 1.700 ptas.; extranjero, $ USA 24.00. 
© Consejo Superior de Investigaciones Científicas 
Licencia Creative Commons 3.0 España (by-nc) 
http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
